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INTRODUCTION 
Ce travail est une tentative pour appliquer les mkthodes de thkorie 
du potentiel fin [l] aux algkbres de fonctions analytiques de plusieurs 
variables complexes et, pour mettre en Cvidence dans certains cas 
particuliers dCveloppCs par Stolzenberg-Wermer-Basener [2], [3] 
une thkorie du potentiel fin adapt&e au spectre bien qu’il n’y ait pas 
de structure analytique au sens de [2]. 
Au paragraphe 1, nous introduisons les notions de partie de Jensen 
et de front&e de Jensen qui semblent jouer en thkorie du potentiel, 
le r81e des parties de Gleason et frontike de Silov en thkorie de la 
structure analytique; en particulier les fonctions d’une algkbre de 
fonctions sont en un certain sens finement ouvertes sur les parties de 
Jensen non triviales. 
4u paragraphe 2 est don&e une mkthode de construction d’en- 
veloppes holomorphiquement convexes de compacts port& par une 
hypersurface strictement pseudoconvexe en utilisant 1’idCe de l’kqua- 
tion de la chaleur du laplacien de Kohn introduite par Malliavin dans 
[4]. Ceci permet au paragraphe 3 d’obtenir des structures d’ouverts 
fins pour le potentiel euclidien usuel dans le cas de ces compacts ainsi 
que des compacts de Wermer-Basener, d’oh aussitBt des renseigne- 
ments sur les parties de Gleason, les mesures de Jensen et les dkriva- 
tions d’ordre 1. -4~ paragraphe 4, on montre un rksultat beaucoup plus 
fort: les compacts introduits prCcCdemment poss&dent de l’intkrieur 
fin pour le processus B temps bidimensionnel; en utilisant une formule 
du type ItO introduite par Malliavin dans [5] et la mkhode de [6], on 
dkduit l’existence des dCrivCes Pf, %z, az, pour les fonctions de 
l’algkbre. 
Cette ttude est tout a fait “expkrimentale” en ce qu’elle n’aborde 
que des exemples t&s particuliers. 
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1. FRONTI~RE ET PARTIES DE JENSEN D'UNE ALGBBRE DE FONCTIONS 
n’otations. Soit X un compact, A une algebre de fonctions 
complexes sur X, M le spectre de A. On peut toujours supposer que 
X est la front&e de Silov de A. 
On se pose le probleme general suivant: construire un pyocessus de 
diffusion m‘,,(t) adaptd ~2 A au sens oi pour tout f E A, f(mJt)) soit 
urle martingale complexe conforme, i.e., un bvownien complexe change’ de 
temps. 
Par exemple si le spectre de A est equip6 d’une structure analytique 
au sens de [2] q ui rend holomorphes les fonctions f E A, alors tout 
processus kahlerien est adapt& B A. Le but de ce travail est de montrer 
que dans certains cas particuliers, malgre’ l’absence de structures analyti- 
ques, on peut construire de tels processus-adapt&. On a trivialement 
LEMME 1. Si un processus adapt6 2 A eaiste, alors pour tout f E A, 
log If(mu(t>>l t es une sous marti?lgale et en particulier partant de 
mO E M, la loi de m,,(T) ozi T est un temps d’arre”t quelconque est 
une mesure de Jensen de m, . 
Preuee. En effet si f(mJt)) est martingale conforme, alors 
log If(mJt))j est une sous martingale comme on le voit aussitot 
puisquef(m,(t)) est brownien complexe change de temps. Ensuite 
on peut toujours supposer j f ’ < 1. Alors pour tout n, 
W--log I f(mJtNl, n) 
est une surmartingale 3 0, born&e par n, done pour tout temps 
d’arrCt T, on a 
-G&nf(--log If(m,(T))i, fi) s’ W--log lf(d, ~1 
si n+ -t co, Inf(-log jf(mJT))i, n) croft vers -log ;f(m(T))!, d’ou 
le resultat, 
Par consequent, une condition necessaire d’existence de processus 
adapt& mu(t) partant de m, , est que le point m, admette des mesures 
de Jensen non triviales (i.e., f am,); sinon le processus partant de 
m, y reste indefiniment. Bien entendu pour l’algebre ‘Z(X) des fonc- 
tions continues, le seul processus adapt6 est le processus trivial. 
Cependant, il existe des algebres de fonctions analytiques naturelles 
differentes de V(X) pour lesquelles le seul processus adapt6 est le 
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processus trivial: prenons par exemple K compact de Cc et l’algebre 
R(K) des fonctions qui s’approchent uniformement sur K par des 
fonctions holomorphes au voisinage de K. 
On a vu en [l] q ue un point m, E K a une mesure de Jensen non 
triviale si et seulement si m,, est interieur fin de K pour le potentiel 
logarithmique usuel de @. Dans ce cas, un processus adapt6 est le 
brownien complexe standard issu de m, steppe au temps de sortie de 
l’inttrieur fin de K. On peut ainsi poser la definition suivante. 
DEFINITION 1. On appelle front&e de Jensen J de A, les points x 
(de X necessairement) tels que la seule mesure de Jensen de ce point x 
soit 6,z . J contient les points-pits de A. Les raisonnements usuels 
d’analyse fonctionnelle permettent de montrer 
LEMME 2. Tout m E M admet une mesure de Jensen portie par J. 
DEFINITION 2. Notons p N 4 (p, 9 E M) si et seulement si p et 4 
ont des mesures de Jensen mutuellement absolument continues sur J. 
Cette relation n’est pas une relation d’equivalence (contrairement a 
la relation analogue qui permet de definir les parties de Gleason): en 
effet considerons dans cz, le compact K == A, u d, ou A, et A, sont 
deux disques contenus respectivement dans {zg Z-T O> et {zr ~= 0) 
cent&s en 0 et l’algebre des fonctions analytiques sur K. Tout point 
de {zZ = 0) est en relation avec (0, O)(il suffit de considerer l’integrale 
de Poisson sur Zil,). De m&me tout point de {zr = O> est en relation 
avec (0, 0). Cependant il est immediat de voir que la seule mesure dc 
Jensen de (zr , 0) (resp. de (0, z2)) pour zr + 0 (resp. z2 pi- 0) est 
l’integrale de Poisson de ad, (resp. ad,), done (zr ,O) et (0, a,) 
ne sont pas en relation si z1 + 0 et z2 + 0. 
DEFINITION 3. On appelle partie de Jensen, les parties maximales 
de M telle que la restriction de la relation N a cette partie soit une 
relation d’kquivalence et telle que cette partie soit une seule classe 
d’equivalence pour cette relation N. 
Les points frontier-es de Jensen sont a eux seuls une partie de 
Jensen. Dans l’exemple du compact K ci-desus, les parties de Jensen 
(outre les points front&e de Jensen) sont les deux disques ouverts 
A, et A,. 
De m&me que les structures analytiques sont associees aux parties 
de Gleason de A, les theories du potentiel semblent Ctre associees 
aux parties de Jensen (une inegalite de type Harnack &ant directe- 
ment associee a l’absolue continuiti. des mesures harmoniques). 
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ExEMPLE. Dans le cas de l’algebre R(K) d’une variable complexe, 
les parties de Jensen non triviales sont exactement les composantes 
connexes fines de l’interieur fin de K. 
rr~20RkME 1. Soit P une partie de Jensen non triviale de M pour 
l’aIgt?bre A, f E A, f non co&ante SW P. Pour tout m, E P, f (m,) est 
inte’rieur$n L;f (M) ( au sens du potentiel usuel de C). 
Preuee. Sinonf(m,) est frontiere fin def(M). Soit ,LQ, mesure de 
Jensen de m, dans M non triviale et soit f.&,). Par le calcul 
symbolique, f&,,) t es mesure de Jensen de l’algebre du compact 
R(f(M)) done d’apres [I] est 81(,pr,) , d’ou pLo est portee parf-l(f(m,)). 
Soit m E P, m # m, (qui existe car P est non triviale); choisissons deux 
mesures de Jensen pLo et TV de m, et m non triviales et absolument 
continues l’une par rapport B l’autre. On deduit alors que ,U est 
port& par f-‘(f (m,)). Mais alors, 
i-t‘& -f(m) (car p est mesure de Jensen de m) 
= f(rn”) (car p est portee parf--l(f(m,))). 
D’oh f est constante sur P. 
COROLLAIRE. Soit K compact de ~2% convexe par rapport h une 
algt?bre de fonctions A contenant z1 **= z, et soit p E K qui n’est pas 
frontihe de Jensen de A. Alors il existe 1 < i < n tel que pi soit 
inte’rieur$n h xi(K). En particulier dans ce cas, K a ne’cessairement une 
mesure de HausdorfJ deux-dimensionnelle > 0. 
Preuce. Si xi(p) est front&e fin de xi(K) pour tout I < i < n, 
et si p est mesure de Jensen de p, on a alors que (xi)&) est Sz,cn) 
comme dans le Theo&me I, d’ou TV est port&e par p et est done 
triviale. Comme les projections diminuent la mesure de Hausdorff 
deux-dimensionelle et que la mesure de Hausdorff deux-dimen- 
sionnelle d’un ouvert fin est ‘> 0 (voir [I]), on conclut. 
2. CONSTRUCTION D'ENVELOPPES HOLOMORPHIQUEMENT CONVEXES 
DE CERTAINS COMPACTS 
Notutions. Soient 1, w les coordonnees de C2 et soit un domaine 
circulaire defini par l’equation 
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ou $ est une fonction analytique reelle et nous supposons D strictement 
pseudoconvexe. Notons S l’hypersurface 1 z ip = #(/ w I”). 
LEMME 3. La fonction w -+ log +(I w 1”) est surharmonique. 
Preuve. On a 
2 1% $4 2-9 I”) +‘(I zc y)w 
8w = 31 w I”) 
22 log #(I w I’) 
aw aw 
= #‘(I w I”) $4 w I”) + I w 12 1cl”(l w IV) 94 w I?> - i 20 12 #“(I w 12) .
*“(I w I”) 
Posons +(z, w) = i z I2 - $(I w I’), ainsi 
oti 2($) est le determinant de Levi de $J 
car D est strictement pseudoconvexe. 
Soit maintenant K compact du plan w sur Iequel nous supposerons 
que # ne s’annule pas pour simplifier. 
Nous supposerons K B bord regulier tel que K = if et nous 
introduisons 
X, = ((2, w) E C2/w F K, (z, w) E 5’:. 
Nous appelons U(W) la solution du probleme de Dirichlet pose par la 
don&e au bord de K - 4 log $(I w 12). Alors on a trivialement 
LEMME 4. (x, w) -+ log 1 z 1 + u(w) est plurisousharmonique et 
pluriharmonique I6 oli z + 0. Si (z, w) E XK on a u(w) > - log / x I. 
Posons alors 
XK = {(z, w) E Cc”/] z I2 f #(I w I”) et u(w) + log I z I z 0). 
THBORBME 2. L’enveloppe holomorphiquement convexe de X, est r?, . 
Preuve. Clairement 2, &ant ouvert d’homorphie de par sa forme, 
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il suffit de voir qu’une fonction holomorphe au voisinage de X, se 
prolonge k XTK. Soit S, la surface U(W) + log 1 u” I = 0 (w E K). 
Soit u,(w) -- tu(w) - (1 - 2) Q log #(I w i”) qui est famille de fonc- 
tions strictement sous harmoniques sur K dCpendant de t E [0, I] et 
soit S, la surface log ( z 1 + Us = 0 (w E K). Les hypersurface S, 
s’appuient toutes sur le bord de XK dans S. et sont strictement 
pseudoconvexes sauf S, qui est pseudoconvexe k forme de L&i nulle. 
Localement on peut paramktrer C2 en utilisant la coordonnee t et les 
coordonnkes tangentielles B S, . 
LEMME 5. Soit S hyperszrrface de C2, V et JV les deux champs de 
eecteurs Gels tangents ri S, conjuge’s complexes et orthonormb et A, =-= 
sfP>’ + L$“, le laplacien de Kohn de S. Si C$ est pluriharmonique, on a 
A,$ t- x;IY,svl+ = 0. 
Fin du The’ortme 2. Pour tout 0 < t < 1, soit l’kquation 
A St + =%W,,sv,l = 0 
oh ( Lrl , JV,) est une famille d&pendant analytiquement de t E [0, 11 
des champs complexes conjug& tangents & S, . On tcrit J[V, , JV,] L- 
w, -1 N, oti w, est un vecteur r&e1 tangent B S, et N, un vecteur 
normal ruclidien B S, non nul si t f 1 car alors S, est strictement 
pseudoconvexe; quitte 31 changer W, , et Ast on peut supposer N, == 
i/i3 d’oit il existe un opkateur diffkrentiel du second ordre ?I 
coefficients analytiques rCels pSt de sorte que les fonctions pluri- 
harmonique au voisinage de S, satisfont (a/t?t)qS = ps,$ et gst est 
sous elliptique au sens de Hkmander (t c’ 1). 
Soit alors f holomorphe au voisinage de X, S = S,, et appliquons 
lui le semi groupe de I’Cquation de la chaleur inhomogkne prkckdente, 
soit I’, ; alors p,(f lx,) est fonction analytique rCelle pour 0 < t < 1; 
de plus f &ant holomorphe au voisinage de XK , pour t petit, f satisfait 
l’kquation de la chaleur prCcCdente, doncf = P,(f Ix,) au voisinage de 
X, pour t petit. Or W,(f Ix,)/a~ = 0 au voisinage de t = 0 et est 
analytique rkelle, done elle est 0 sur tout X, et J’,(f lx,) est le pro- 
longement analytique cherchk de f. 
Preuve du lemme 5 (voir aussi [4]). Si f est holomorphe au voisinage 
de S avec f = y5 + iz+b, on a .J?“f = iL?~,,f par Cauchy Riemann, 
d’oh ZV2$ f sJ$+ = ~V,JVl~ = -.=%rv,.d. 
Remarque 1. La dkmonstration du ThCorkme 2 s’applique plus 
gCn&alement au cas d’un compact X porti: par une hypersurface S 
strictement pseudoconvexe (X &ant B bord rkgulier sur S) d?s que l’on 
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sait construire une hypersurface 2 passant par 2,X dont la forme de Levi 
est identiquement nulle. 
Dans ce cas l’enveloppe holomorphiquement convexe de X est 
exactement le domaine de C2 horde par S et Z ainsi que le montre le 
raisonnement precedent. Le fait que l’on utilise une hypersurface du 
type particulier consider& plus haut intervient uniquement dans la 
construction de Z qui est ramenee a la resolution du probleme de 
Dirichlet. 
Remarque 2. On obtient ainsi une preuve tres courte du theoreme 
de Hartogs. On peut Cgalement titer le theoreme de Basener [3] qui 
peut se demontrer de la m&me facon que le Theoreme 2: 
TH~OR~ME 3. Soit A” le bidisqke de @“, K compact de A tel que 
8A C K et K a bord rdgulier avec K : K. 
Soit X, = {(z, w) E A”/[ z 1 -= 1, w E K) u {(x, w) E AZ, : w I = I, 
z E K) Soit u(z) la solution du probleme de Dirichlet SW K tel que u = 0 
sur aA, u =- 1 sur les autres composantes connexes de 3K. Alors 
l’enveloppe rationnellement convexe de X, est 
12&x,) = {(z, w) t: LF!‘u(z) + u(w) SC> I). 
Ici les parties a forme de Levi nulle du bord de h,.(X,) sont 
{U(Z) + U(W) = 1) et les parties de XK - zi,sX, . 
Application: Selections continues de mesures de Jensen. Si D2 est 
domaine d’holomorphie de C2, notons A(D’)(resp. N(D2)) l’algebre 
des fonctions holomorphes sur D2 continues sur n2 (resp. l’algebre 
des fonctions holomorphes qui s’approchent uniformement sur D2 
par des fonctions holomorphes au voisinage de fi2). 
1. Construction de Diffusions Adapte’es a A(D) 
TH~OR~ME 4. Dans Ze cas de A(X’,) (resp. A(h,(X,))) on peut 
construire une selection continue de la mesure de Jensen de cette algdbre 
porte’e par les points de stricte pseudoconvexite’ du bord (resp. porte’e par 
a/d.& 
Preuve. C’est une adaptation de la methode de [7]. 
(a) Cas de A(lfK). On utilise la diffusion correspondant a la metrique 
as2 = -aa Log[(u(w) + Log / 2 /)(#(I w I") - ) z I")]. 
On-pose q(x, w) = u(w) + Log 1 z 1, p(x, w) = ) z i2 - #(I W I”), et on 
a XK = ((2, w) E @’ I q( z, w) 2 0, p(x, w) < O}. 
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Comme pour toute fonction holomorphe f Log 1 f 1 est sous har- 
monique pour toute metrique Kahlerienne, il suffit de montrer que la 
mesure harmonique de cette metrique ne charge pas 
((2, w) E @2/q(z, w) = 0, p(x, w) :. 0) 
A cet effet on fait les remarques suivantes. 
1. 
JzK 
Comme # ne s’annule pas sur K on a pour t_out (z, w) de 
z + 0, de sorte que q est pluriharmonique dans X, et Vq # 0 
dans 8, . 
2. +p est strictement plurisousharmonique dans XK et C” 
jusqu’au bord. 
Ce qui fait que 
d&nit bien une metrique dans XK . 
3. 1 VU / est borne dans R [8, p. 1441. 
On note par A le laplacien de la metrique et (1 IjK la norme 
Kahkienne associee; par X,,,(t) la diffusion associee B la metrique, 
EX l’esperance mathematique sachant que X,(O) = X = (a,, , w,J 
et Px la probabilite sachant que X,,,(O) = X. En posant + = 
--I,og(-pq) on a 
04 = 8, II F.4 !IK < 2 
puis comme dans [7, Lemme 21 la diffusion XJt) a un temps de vie 
presque stirement infini et converge presque surement vers un point 
de ax,. 
11 faut maintenant montrer que la diffusion ne peut converger vers 
un point de {(x, w) E C2 / q(x, w) = 0, -$(a, zu) > O}. 
Pour cela on considere la fonctionf(z, w) = / z I2 + w i2. On a 
(L?f)(z, w> = 4 trace (g-l(~l w)) b 4i( ,,$ iI gcz,d411E) 
oh g designe la matrice de la metrique et j/ . IIE la norme euclidienne. 
Soient H,, la matrice du Hessien de p, A, la matrice de 1 Zp 12, A, 
celle de / aq 12, 21 = (@‘&u, -li2x), et e = vi!] z, Joe, on a A,(e) = 0 
d’oh 
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quantite que l’on majore par an + bn’ dans 
d’ou sur O,,(Of)(z, w) > 4:(an + bn”) : C,, ’ 0. 
Si X,(t) converge vers le “CM” (q -= 0} il existe n,, , 1’, et E tels que 
P(w j &(t) E D,. v t I> T) 7: P”{&) = E :‘ ’ 0. 
On projette alors la diffusion par la fonction f et on prend 
l’esperance: 
cste ;-‘ EX[f(Xu,(t)) - f(X,(T))] = 1 EX [J;r (A.f)(XJs)) ds] 
(Llf)(X,(s)) as d P"(w) I-> C,,& - I')j2 
d’oti la contradiction en faisant tendre t vers k 03. 
De sorte que la mesure harmonique dans 
{(z, 2~) E C2 I q(z, W) = 0 -p(z, w) :, 0) est 0. 
(b) Cas de A(h,(X,)). 0 n u 1 rse ici la diffusion correspondant B la t‘l’
metrique 
ds2 z -@ Log[( 1 - 1 Z I”)(1 - 1 u! I’)(1 -- U(X) - U(W))]; 
on pose 
f(z) = 1 - 1 x ii, g(w) -= 1 - / w I‘), h(z, w) = 1 - U(z) - z@). 
La matrice de la metrique est alors 
Trace (g,j) = + + -$ + 
1 auja~ 12 + 1 aup0 12 
h2 
-,O dans h,(X,) 
DCt tg.-) = h2 i-2 I waw 12 +f2 I am 12 ‘> o 
0 
- 
21 f 2g2h2 dans h,(X,). 
On a done bien une metrique dans le domaine. 
Tci aussi la selection continue de la mesure de Jensen de cette 
algebre sera la mesure harmonique de la metrique consideree. 11 
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nous faut alors montrer que la mesure harmonique ne charge pas les 
ensembles 
-3, -= {(a, w) E @2 If(z) := 0, h(z, w) > 0, g(w) 3’ 01, 
A, -= ((3, 20) E 62 1 g(w) = 0, I@, w) IL 0, .fk) :’ OJ, 
A, = ((2, w) E C’ 1 h(Z, 20) > 0, f(4 1 0, f(w) ; 0:. 
On utilisera les memes notations qu’en (a) avec #J = -Logfgh on a 
04 = 8, 1: V+ jiEI < 3 d’oh ici aussi temps de vie presque sikement 
infini et convergence presque sure vers la front&e topologique de 
h,(Xd 
On considere encore la fonction #(AZ, zu) = z ia + 1 w (p sur le 
domaine h,(X,). 
A* = h2(fZ + g2) +f2g2(l %u/& j2 + / au/%26 1”) 
h2 +g2 1 r%jaw I2 +f” ( &jaz 12 . 
On a encore 1 rlu 1 borne dans k’ par [8, p. 1441 d’oti dans 
h,(X,) h2 + g2 1 %u:2w j2 + f 2 1 8u, 2x I2 < C et sur Ai 
sur A, 
sur A, 
All, 3 h2g2/C 
A$ 3 h2f’lC 
On montre alors exactement comme au (a) que la mesure 
harmonique de la metrique ne charge ni A, ni A, ni 
A, n ((z, w) E c2 I Vh(z, w) f 0). 
Maintenant comme la frontier-e de K est rCguliere et que u atteint son 
maximum en tout point de aK - ad. 
On a Vu # 0 dans un voisinage de 8K - i3d [S, p. 651 de sorte 
qu’il existe au plus un nombre fini de points (x1 , wr),..., (z, , w,) de 
A, oh Vh = 0. Si la mesure harmonique charge ces points il existe i 
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tel que px(f3 i X(,(t) ---f (zi , wi), t + + c0} > 0. Soit alors la fonction 
holomorphe dans h,(X,) definie par 
(ou z = x + iy, w = Y + is). k(X,(t)) est alors un brownien complexe 
change de temps qui converge vers 0 sur un ensemble de probabilite 
> 0 lorsque t ---f + co et ceci n’est pas possible. La mesure 
harmonique ne charge done pas A,,, . 
Dans le cas de H(Xx) (resp. H(h,(X,))) il existe une methode plus 
simple de construire une selection continue de la mesure de Jensen 
port&e par les points de stricte pseudoconvexite du bord (resp. 
port&e par aA2XK), en autorisant la diffusion sur le bord. 
Faisons le par exemple pour X, : on va construire un processus de 
diffusion Y<,,(t) de temps de vie / tel que YW(J) soit dans les po$ts 
de stricte pseudoconvexite du bord et evidemment si f~ FI(X,), 
f( YW( t)) est une martingale: 
(i) Partant d’un point X&z,, wO) de 8, on consider-e le 
brownien euclidien standard b, de C2 partant de X0, stop& au premier 
temps de rencontre T, avec 2X, . Si bTl E X, on pose J = T, et on 
stoppe definitivement le processus; si br, E %XK - XK (i.e., b, 1 E Z) on 
repart ainsi. 
(ii) Soit X, = (2, , WI) E 2 et Us la diffusion SW Z associee 
a l’operateur tangentiel a Z 9= = A, + TJr,,,,] ou A, est le laplacien 
de Kahn de Z et V, jV le couple de champs tangents complexes 
conjuges. Comme Z est a forme de Levi nulle, J[ V, JV] est tangent B 
2 et par le Lemme 5, g3, annule les fonctions holomorphes au voisinage 
de Z. On stoppe 0 au premier temps T2 de rencontre de S et on pose 
J= T2. 
(iii) Si X, = (2, , IV,) E X, , on pose J = 0 et le processus 
partant de X, est trivial. 
On recolle les deux processus en utilisant le lemme Clementaire 
suivant. 
LEMME 6. Pour tout x0 E &) il existe une unique probabilitk 
PXO SUY %qIw+, Xx) ( c h emins continus de lR+ dans xK) ayant les proprie’tt% 
suivantes: 
(i) [IDro j7 = pi;,“,, IT 
de 32, , &, sa t%bu, iFDx 
71 o& T, est le premier temps de rencontre 
d;l,C la probabilite’ du laplacien euclidien standard. 
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(4 pXo(* / ‘%,)ltril,u du fntur dc T  = p2 ;tribu clu futurdc T  oh 
YTI(w) = w(T~(w)) si w E F(Iw+, 2,) et 9, est l’ope’mteur IJur S 
introduit prt%demment. 
3. ENVELOPPES HOLOMORPHIQUEMENT CONVEXES ET POTENTIEL FIN 
Reprenons les notations du 2, mais cette fois K etant un compact 
quelconque de @ ou la fonction $ ne s’annule pas. Notons K’ l’interieur 
fin de K dans @. 
'rHl?OR&R?E 5. I1 y a deux cas possible seulement: 
(i) ou bien K’ = 0, auquel ens 2, = X, (ou AYn- est enveloppe 
holomorphiquement convexe de X,), 
(ii) ou bien, il existe W, E K’, auquel cas la fibre de W, dam 
x, (((2, wJ(z, w(,) E 2,)) est strictement plus grande que la jibre de 
W, duns XK (((2, w&(x, w,J E X,>). 
Preuze. ( 1) &rivons K 1 fi, K,, oti (KJTL est suite decroissante 
de compacts de @ B bords reguliers en sorte que n,, X, = X, et il 
est immediat de voir que n, XK, = XK ; pour tout n, soit u,(w) la 
solution du probleme de Dirichlet pose par la don&e - 4 log #(j w 1”) 
sur 8K,, . Comme --* log #(I w ‘“) est sous-harmonique, la suite 
(u,,),, (consideree sur K) est suite decroissante et elle est born&e (car $I 
ne s’annule pas sur K,, si n est assez grand). 
(2) Prolongeons ZL, par - $ log (#(I w 1”)) au voisinage de K,, . 
On obtient alors une suite de fonctions sous harmoniques continues 
au voisinage de K qui decroit vers une fonction zq scs ayant manifeste- 
ment la propriete de sous-moyenne au voisinage de K et qui vaut 
-8 log #(I w i”) hors de K. D’apres [S] cette fonction est done 
finement continue et finement sous harmonique au voisinage de K; 
mais sur l’interieur fin K’ de K, v &I = Inf u, IK’ , il est immediat de 
voir que v IR, est finement harmonique car (un iKoIL est suite 
decroissante bornee de fonctions finement harmoniques, (voir [S]). 
A la front&-e fine, la limite zI vaut - 8 log #(I w 1’) parce que v vaut 
-4 log $(I w I”) h ors de K et est finement continue comme toute 
fonction sous harmonique. Par suite v l&w’) tend vers -*log $(I w 1’) 
lorsque w’ E K’ tend finement vers w E 3,K puisque ZI est finement 
continue au voisinage usuel de K. Ainsi v IK, est la solution du 
probleme de Dirichlet fin post par -8 $(I w 1”) au bord fin de K 
lorsque K’ est non vide. Lorsque K’ est vide, on a toujours une suite 
decroissante comme precedemment, et z’ iKE; = -3 log$(’ ZL’ ~‘) au - 
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voisinage de K. Comme k” m-m L, et ---i log #(I w I’) et T sont fine- 
ment continues puisque ce sont des fonctions finement sous har- 
moniques et sous harmoniques respectivement, et comme elles 
coincident sur F’K, elles coincident partout, d’ou v _-: - i log #(I w 1”) 
sur K. 
(3) Utilisant les remarques precedentes et le point (I), on dCduit 
que dans tous les cas, 
XK = ((x,20) E @“/I x 12 -$ +(I w 12), Z’(W) + log j 2 i ;? 01 
Mais si K’ = 0, ceci est X, et si K’ est non vide, z’ est la solution du 
probleme de Dirichlet fin pose par - i- log $( 1 w I’) sur S,k’. 
COROLLAIRE. Dans le cas ozi K’ ~7: a, XK a de l’intt%ieur$n pour le 
potentiel euclidien de dimension 4 de V. En particulier pour tout 
(x, w) E .XK tel que 1 x I2 <I #(I w 1’) et v(w) 3- -log / z I, la partie 
de Gleason de (z, w) darts XK pour l’algebre H(X,) est de mesure eucli- 
dienne quatre-dimensionnelle Y, a 0. 
Preuve. x;k. est defini par w(w) >r;i- -log\21 et log;zi < 
i log #(I w i”); les fonctions de w finement harmoniques ou sur- 
harmoniques sur K’ et log 1; 1 z ) est trivialement sous harmoniquc, de 
sorte que z(w) A- log / x j et 2j log #(I w 1”) + log 1 z j sont finement 
continus, d’ou le resultat. 
Maintenant si (z, w) E ‘VA satisfait les inegalites strictes ii est dans 
l’interieur fin quatre-dimensionnel de 2!?, ; considerons alors la 
composante connexe fine de (a, w) dans l’interieur fin precedent; alors 
deux points de cette composante connexe fine ont des mesures de 
Keldych mutuellement absolument continues (voir [l]) et sont done 
dans la m&me partie de Gleason (et mCme de Jensen); or un ouvert fin 
est de mesure quatre-dimensionnelle ;; 0. 
On peut refaire le m&me raisonnement dans le cas des compacts 
introduits par Basener dans [3]; on obtient alors de faTon exactement 
analogue: 
THBORBME 6. Soit K compact du disque unite’ A tel que aA C K et 
soit X, le compact de 5A2 dans c2 dejini comme au 2. Alors il y  a deux 
cas possibles : 
(a) ou bien K’ --_ o et alors h,(X,) = X, ; 
(b) ou bien il existe w,, E K’ et alors la jibre de w duns hT(XK) 
est distincte de la jibre analogue duns X, . Duns ce dernier cas on a 
/2,(X’,) = ((2, W),‘U(Z) - U(W) ‘2 11, 
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on u est lrr solution du probleme de Dirichlet f;n SW K pose’ par la donne’e 
0 sur aA et 1 sur ii,K - a4; en particulier h,(X,) a de l’inte’rieur jin 
pour le potentiel euclidien de dimension quntre, et si (z, w) E A2 et 
u(z) -I- u(w) -__ 1, lu partie de Gleason de (2, w) duns h,(X,) est de 
mesure quatre-dimensionnelle . > 0. 
Application au Calcul D@erentiel pour H(XK) 
Keprenons l’une des deux situations des Theorimes 3 ou 4. On a 
a ors 1 
THT~~R&E 7. Soit (UC,, WJ un point inte’rieur jin ir 8, ou h,(X,); 
alors 
(1) pour tout f E H(X,), on peut de’nir des d&i&es partielles 
premieres presque partout duns (Xk-) ou h,.(9,)’ not&es 3f /Bz, ;if .'iw 
telles que ~(30~71’~~) ps 
oil (-G > WC.,) est le brownien standard de @’ et air T est le temps de sortie 
de (xx)’ (resp. h,(X,)‘); 
(2) dc? Plus si K),, est suite d’approximation uniforme de f par 
des fonctions f,? holomorphes au voisinage usuel de X, (ou h,.(X,)), colors 
les suites 
(i)fni2& et w-#~)7l 
convergent NU sens L” local$n vers 8f /i‘z et af /ijw, respectivement. 
Preuve. C’est un cas particulier des resultats de [6] qui sont 
valables pour une fonction finement harmonique pour le potentiel 
euclidien usuel de IFP. 
4. LE PROCESSUS A TEMPS BIDIMENSIONNEL DE 13 ET ~.4 
TOPOLOGIE ASSOCIBE 
Nous utiliserons ici les idCes de Malliavin developpkes dans [.5] 
pour traiter les fonctions biharrnoniques dans le bidisque. Soit ~‘2~ 
et Q, deux espaces de probabilites independants bu brownien standard 
sur C et bkl(t,) et bi3(t2’) les trajectoires associees. Soit le processus 
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(tl ) t2) E aB+ x R- --t (b$t,), 6zz(tz)) E K?. Ce processus cst a tra- 
jectoires continues; on munit Q, x Q, des tribus &Yf1 @.G?,* et des 
probabilites produit P, @ P, . 
D~INITION. Si IF est ouvert de @“, f: IV- R est dite bisous- 
harmonique si pour tout (2, , Z,) t IV, pour tout couple de disques 
D, x D, centres en (Z, , Z,), contenus dans IV, on a f(2, , Z,) < 
M D,XD,(f) (OG MD&(f) est la moyenne de f sur la front&e dis- 
tinguee du bidisque D, x D,) et si de plus f est scs. On a facilement 
par iteration 
LEMME 7. Si f est bisousharmonique darts t’ouvert W pour tout 
(Z,O, Z,O) E W, tout bidisque D, x D, C W de centre (Z,O, Zz), Ze 
processus f(bf,(tl * TDIh b$, A TDJ est une bisousmartingale par 
rapport a la suite de trzbus SY-At,AroI @ .9YtzATD . 
Preuve. On choisit si < t, et sa < t, et on regarde: 
Si f est bisousharmonique w -,f (z, w) est sousharmonique, d’oil 
DEFINITION. On appelle topologie fine du biprocessus, la topologie 
dont les ouverts U E C2 sont les parties de c2 telles que le bitemps de 
sortie T, de U soit > 0 au sens suivant: pour tout (z. , wo) E U, 
Pi, @ PI, ps en (wr , wa), il existe (tl , t2) avec t, > 0, t, >> 0 tel que 
(b$,(s& bz,(s2)) E U pour tout (si , s2) < (tl , t2) (la relation d’ordre sur 
les couples d’instants &ant equivalente a si < t, et s2 < t2). 11 est clair 
qu’on d&nit ainsi une topologie. 
LEMME 8. (1) La topologie ji ne u t rocessus est plus jke que la d bp 
topologie produit des topologies fines de chaque composante (x, w) et 
strictement moins fine que la topologie jine euclidienne quatre-dimen- 
sionnelle de C2. 
(2) Soit L’ ouvert jin pour la topologie fine produit darts @‘, 
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(20 T w,,) E L’, V une varikte’ analytique complexe de dimension 1, passant 
par (z. , w&. Alors 7)’ n V est un ouvert Jin pour la topologie fine usuelle 
de la varie’te’ V. 
&ewe. (1) Soit U, x U, un produit d’ouverts fins de C, 
(3, Y W”)E 771 x II,, TI et T, le temps de sortie du brownien standard 
partant de z(, et w0 de U, et CT, . Alors pour (si , sa) < (T, , T,)(bil(s,), 
b:,(sJ) E l!; x Lr, . De mkme pour I’autre inclusion. 
(2) Representons localement VT par l’equation w L= #(z) oti 
# est holomorphe pres de z0 ; on peut supposer V reguliere en z0 . 
Considerons le processus (b::(s), #(b::(s))) E V: c’est le brownien 
standard de V a un changement de temps pres. Mais $(hAy(s)) est aussi 
un brownien complexe standard change de temps, done du type 
JGil(-r(s)) oh wi --f 0, conserve la mesure. On peut toujours supposer 
C = U, x C’, (CT% ouverts fin de C); clairement alors pour s assez 
petit sGi1(7(s)) E LTa et b:‘:(s) E 17, , done (bF1’(s), #(b::,)(s))) E V n CT. 
EXEMPLES. Les exemples trait&s au 3, contiennent dcs produits 
d’ouverts tins Ci, x 0; ; en effet dans les deux cas les compacts 
iqK et h&Y,) sont d&finis par des inCgalitCs du type a(w) +- p(z) < 0 
ou a et 6 sont finement sousharmonique ou harmonique, dans @, done 
sont finement continus, d’oh le resultat de facon immediate. 
Remarque. Pour un produit d’ouverts fins CT, x CT2 , on peut 
parler du temps de sortie d’un biprocessus: il est defini simplement 
par TV &wl , 4 == (Tu,(~, TuJwJ). 
Reddmontrons maintenant la formule de Ito pour le biprocessus 
introduite dans [5]. 
LEMME 9. Soit f une fonction C” dans un bidisque D, x D, de centre 
(0, 0); soit T(w, , 4 = Td4 Tz(wz)) un temps d’arre”t factor& 
du biprocessus. On a alors 
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+' T1 2 I' J Tg (qd,f))(by,), blu2j(S,)) . d&J ds, 0 0 
+: .T1 .T, i I 0 '0 _ (A, d,f)(bf;(s,), b:;(s,)) ds, dsEs, 
ozi 9, est le gradient (a:’ %x1 , a;ayl) selon x1 == x1 + iy, et si, le gradient 
selon zp et A, et A, sont les laplaciens partiels en zI et z2 , respectimmnt. 
Preuve. On Ccrit via It8 en supposant les points de dCpart (0,O): 
f(bfy T,), b;y TJ, - f(b$( 7;), 0) = jTs C~,f,CqvJ? b:,Ys,)) @y(s,) 
0 
+ g IT’ (A,f)(b;y,,, qys,)) d$ ; 
(1) 
* 0 
+ 4 jT’ (d,d,.f)(b~;(s,), b;;;(Q) ds, , 
0 
et on reporte alors les formules (2) et (3) dans (1) et ensuite on 
dkveloppe 
f(qq, 0) -= jo=’ (Q(qY~,)> 0) my,) 
i- ;i & b’ (q)(qYs,)lo) ds, * s 
LEMME 10. Soit f  biharmonique au voisinage du bidisque D, x D2 
de centre (zl , z2) et soit (T+), T$‘) un bitemps d’arre”t du biprocessus 
infkrieur au bitemps de sortie du bidisque D, x D, . 
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Alors on a 
Pretme. On applique le Lemme 9 avec f z en utilisant l’identite 
bien connue sur les fonctions harmoniques usuelles 
O(u”) L= 1 vu 12, 
puis ensuite on prend l’esperance mathematique sur le biprocessus 
partant de (x1 , 2s). Les esperances des integrales stochastiques simples 
sont nulles, par exemple, 
a une esperance nulle: il suffit d’integrer d’abord en wr a w2 fix6 et 
d’utiliser le fait que T,(o,) ne dkpend que de wI . Cette esperance est 
alors 0, car c’est I’esperance d’une integrale stochastique. De meme un 
terme comme 
a une esperance nulle: car fixant w2 et integrant en w1 on trouve 
puisque T,(wJ ne dkpend que de w2 
car l’esperance EC,, est celle d’une integrale stochastique usuelle par 
rapport au brownien bLv(s,), done est nulle. 
Reprenons maintenant les exemples de compacts du 3, a savoir 
X, dont l’enveloppe holomorphiquement convexe est xR (resp. 
dont l’enveloppe rationnelle convexe est h,(X,)). On a dCmontrC 
ci-dessus que xK et h,(X,) contiennent de l’intirrieur fin pour le 
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biprocessus (et meme de l’interieur fin pour la topologie fine produit 
des topologies fines de chaque composante de @). 
TH$OR&IE 8. Soit f E II (resp. f E H(h,(X,))) et soit fJ, suite 
d’approximation uniforme de f par des fonctions holomorphes au voisinage 
de XK (resp. de h,(X,)) 
(1) pour tout (x1”, x2”) qui est interieur f&z a 8, (ou h,(X,)) pour 
la topologie produit des topologies &es, on peut dt$nir presque partout 
sur la droite complexe z1 -1 x10 un gradient (3f ,‘az,)(z,“, x2); presque 
partout sur la droite complexe zz = xzo un gradient (iif /ax2)(x1 , zzo); 
presque partout en volume euclidien usuel de Cz, un bigradient 
(Vi(% 3 h))(% 3 x2) de telle sorte que pour tout bitemps de sortie 
(Td4, T,(4) d’ un biouvert fin de X, (resp. h,(x,)) contenant 
(x10, %O), on uit la formule de It8 ge’ne’ralise’e 
(2) de plus la suite ((af,; ijx,)(x, , zzo)),l, (resp. (af,;az2)(z10, zJ)J 
converge au sens I,” local fin sur la droite complexe x2 = zao (resp. 
z1 = x1 “) vers (8f/az1)(zl , zzo) resp. (af: 2zz)(z10, z2)) et il existe C, , 
C, ne dependant pas de f avec 
I(~f,f:‘W(~, 3 %“)I < Cl Ilfilx, 2 I(~f/w%“> %)I G CL! lhfllx, ; 
(3) la suite ((L32f,:‘&z,az,)(z,, zz))% converge au sens L2 local pour 
la topologie produit des topologies fines, vers (Sf/az, &+)(x1 , xJ. 
Preuve. Elle suit la mCme methode que [6] par utilisation des 
integrales d’energie pour une fonction biharmonique; en effet, pour 
tout n, fn &ant holomorphe au voisinage de xK (resp. h,(X,)) est 
biharmonique done on peut appliquer la formule du Lemme 10 a 
f, - f,, et au bitemps de sortie de U, x U, ou U, x U, CT?‘, 
(resp. h,(X,)) et Ui sont des ouverts fins de Cc. Par consequent on 
deduit : 
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(1) @w%>ccJ%>, 22”) est suite de Cauchy pour la norme 
II 4, , ~d12 = -&,(.I2 I eh y w1)j2 &J d’oh la convergence au sens 
de cette norme vers une variable aleatoire qui est biy(s,)-measurable 
done se factorise par bLy(s,) et qu’on note (8f/Bz,)(b~j(sJ, x2”) de plus 
cette norme est plus forte que la norme L2 sur un ouvert fin voisinage 
fin de (zr”, z2”) contenu dans (z2 == z2”) n U1 oh la fonction de Green 
de l’ouvert fin (x2 = z2”) n c’, est minor&e, d’oii la convergence L2 
locale fine sur z2 = x20 et Cgalement la convergence presque sure des 
integrales stochastiques correspondantes. 
(2) En ce qui concerne le bigradient, il faut utiliser la norme 
18 45 , w1 , s2 , w2)li2 = E,,,,2 
I T1 .T,  
!I I I 4% ) ~1 , sz , ~2) I 2 ds, ds, 0 ‘0 i 
d’oh la convergence des variables aleatoires (azf,:‘&, 3z2)(b~~(s,), 
bAT,‘(s,)) au sens de cette norme vers afj&, ax, qui est definie presque 
partout pour les lois de (bt:‘(s,), Z$~(s,)), i.e., presque partout pour le 
volume euclidien. Pour passer alors B la convergence L2 locale pour 
la topologie produit des topologies fines, on utilise le fait elementaire 
we 
ou g,‘ designe la fonction de Green de l’ouvert fin CT,; de @ (voir [6]) 
et on pro&de alors comme dans [6] en se restreignant B un produit de 
sous ouverts fins de Ur x U, oh le produit des fonctions de Green 
de CT, et rjT2 est minor&. 
Remarque. En utilisant le potentiel du biprocessus, et le Lemme 8, 
on peut obtenir des derivations complexes bornees le long des traces 
sur xK des variCtCs complexes de dimension 1, lorsque ces variCt& 
passent par un point interieur fin pour la topologie fine produit. 
ERRATUM 
Nous profitions de cet article pour faire quelques corrections et 
remarques B propos de l’article “Potentiel fin et algebres de fonctions 
analytiques II” (voir [I, II]). 
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Dans [6] la theorie de la differentiabilite des fonctions finement 
harmoniques a CtC Ctablie seulement pour les derivees premieres mais 
n’a pas etC demontree pour les d&iv&es d’ordre > 1. Par consequent 
l’assertion qui suit 1’CnoncC du [I, II, Theo&me 0, p. 2971 n’est pas 
demontree pour p >z 1; de la mCme facon, les resultats des Theoremes 
1, p. 299; corollaires 1 et 2 pp. 299 et 300; ThCoremes 3 (resp. 5), 
p. 305 (resp. 307) q ui utilisent de la differentiation des fonctions 
finement harmoniques a l’ordre > 1 restent a demontrer. 
Mais tous ces resultats sont vrais pour toutes les d&iv&es des 
fonctions de R(K) a condition de se restreindre a un ouvert fin fine- 
ment dense de K’ a cause des Lemme 1, p. 298, et ThCoreme 4, p. 305. 
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